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Préface

Ce texte est destiné aux étudiants de premiére année de licence physique/chimie a ['uni-

versité de Bourgogne. Il s’agit d’une introduction a ’algebre linéaire et au calcul matriciel.
Cette version est susceptible de contenir des coquilles et des erreurs. Tout commentaire
est le bienvenu.
Méthodologie : L’assimilation d’un nouveau cours est difficile et exige un travail person-
nel assidu. Il est important de s’approprier les notions, de trouver ses propres exemples et
contre-exemples, de connaitre les définitions, de s’interroger sur les hypotheses des énoncés
etc.

Par ailleurs, il est illusoire de penser que ces notes de cours puissent remplacer une
présence attentive en cours magistral.
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Chapitre 1

Matrices

Ce chapitre introduit des objets trés pratiques en algebre linéaire : les matrices. Ce
sont des tableaux de nombres sur lesquels il est possible de faire une série d’opérations.
Bien que leur manipulation soit trés simple, elles interviennent dans de nombreux pro-
blemes. Nous les utiliserons par la suite aussi bien pour résoudre des systémes linéaires
que pour représenter des applications linéaires. Par ailleurs, les méthodes introduites dans
ce chapitre sont algorithmiques, elles jouent un réle important en informatique et sont
présentes dans presque toutes les modélisations.

1.1 Calcul matriciel

Définition 1.1. Soit m et n deux entiers. Une matrice de taille m X n est un tableau de
nombres avec m lignes et n colonnes de la forme

ail ai2 o A1n

a1 a2 o a2n
A= . . . . )

aml Am2 " Gmn

Les a;; sont des réels appelés coefficients de A. On notera aussi

A = (aij)1<i<m ou A = (a45),
1<5<n

s’il n’y a pas d’ambiguité sur les indices.

Exemple 1.2. La matrice

0 5 8 —1
A:(“ij):<1 —4 18 2)

est de taille 2 x 4. Le coefficient ag3 est 18 et le ajo est 5.
Définition 1.3. L’ensemble des matrices de taille m x n sera noté .#,, ,(R).

Définition 1.4. Un élément de .4, 1(R) est un vecteur colonne de taille m. Un élément
de A1 ,(R) est un vecteur ligne de taille n.

Exemple 1.5. La matrice
(12 10 -8 3)
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est un vecteur ligne de taille 5 alors que la matrice

est un vecteur colonne de taille 4.

Définition 1.6. Soit A = (a;;) une matrice de ., ,(R). La i-éme ligne de A est le

vecteur ligne (aﬂ aio ... am> . La i-éme colonne de A est le vecteur colonne

Exemple 1.7. Soit A la matrice 3 X 4 donnée par
5 =10
A=10 1 2
-1 =70

3
3
12

La troisieme ligne de A est (—1 -7 0 12) et sa deuxiéme colonne

-1
1
-7

Définition 1.8. Soit A = (ai;j) € Mmn(R). La transposée de A est la matrice B = (b;;)
de My, m(R) avec bjj = aj;. On la note *A.

Exemple 1.9. Si on reprend ’exemple précédent, la transposée de

5 -1 0 3
A=10 1 2 3
-1 =7 0 12
est
5 0 -1
-1 1 -7
tA
A= 0o 2 0
3 3 12

Il est possible de définir deux opérations naturelles sur les matrices : I’addition de deux
matrices de méme taille et la multiplication d’une matrice par un nombre réel.

Définition 1.10. Si A = (a;;) et B = (bi;) sont deux éléments de .#, ,(R), la somme de
A et B, notée A + B, est la matrice C' = (¢;;) avec ¢;; = a;j + bj.

Exemple 1.11. Par exemple dans le cas de matrice 2 x 4

0279+1—20—5_1074
17 -4 0 1 -12 -1 -1 0/) \b -5 -1 1/°
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Définition 1.12. Si A = (a;j) est une matrice de taille m x n et A un nombre réel alors
la multiplication de A par A est donnée par la matrice AA = (Aajj).

Exemple 1.13. Si la matrice A est donnée par

8 2 -1 6
A<74 0 —4)

4 1 —(1/2) 3
7/2 2 0 -2

Définition 1.14. Pour m > 1 et n > 1 deux entiers fixés, on définit la matrice 04, . ()
comme étant la matrice de .4, ,,(R) dont tous les coefficients sont nuls. On I'appelle zéro
de My n(R). Par exemple, si m =2 et n = 4 alors

{0 0 0 O
0.//!2,4(R)_ 00 0 0/

Il est facile de voir qu'il s’agit de 'une unique matrice A de .#;, ,,(R) telle que A+ B =B
pour toute matrice B de 4, »(R). S’il n’y a pas d’ambiguité sur les indices, on la notera
simplement par 0.

alors la matrice (1/2)A est

Il existe une troisieéme opération sur les matrices, a premiére vue moins intuitive mais
essentielle pour la suite.

Définition 1.15. Soit m, n et p trois entiers. La multiplication d’une matrice A = (a;;)
de taille m x n par une matrice B = (b;;) de taille n X p est une matrice AB = (¢;;) de
taille m x p ou

n
cij = Y airbij.
k=1

Remarque 1.16. Il n’est pas possible en général de faire la multiplication de deux ma-
trices quelconques. Le produit AB n’est possible que si le nombre de colonnes de la matrice
A est égal au nombre de lignes de la matrice B.

Exemple 1.17. 1) Un cas simple mais intéressant est celui de la multiplication d’un
vecteur ligne par un vecteur colonne de méme taille. Le résultat est un réel donné par

b1
by

(al as - an) x| =a1by + asby + - - + anby.
bn

2) De maniere plus générale si A = (a;j) € Mmn(R) et B = (bij) € My p(R), le coefficient
¢ij de AB = (¢;5) € Mmp(R) est donnée par la multiplication de la i-éme ligne de A par
la j-eme colonne de B.

a’ll DR a’ln Cll DR cl] .. Cl

aml o e amn le PPN Cm] e Cmp
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avec ¢jj = ajibij + aigbgj + - + Qinbn;.
3) De maniere plus concréte :

1 1 0
0 -1 3 4 1 2 1 ([ -5 -5 -4
1 2 -3 4 0 -1 -1 | \ -1 8 5 ’
-1 0 O

Attention : Méme si le produit AB est défini, ce n’est pas forcément le cas pour
le produit BA. Et quand bien méme les deux produits seraient bien définis, en général
AB # BA. Le produit matriciel n’est pas commutatif'!

0 0 0 0

0 0 0 1
o (30 om0 1)

Attention : Comme on vient de le voir dans ’exemple précédent, le fait que AB = 0
n’implique pas que A =0 ou B = 0.

Néanmoins, il est facile de vérifier que les opérations sur les matrices vérifient les régles
suivantes.

Exemple 1.18. Soit A = (0 1) et B = (1 1) . On peut vérifier que

Proposition 1.19. 1) Le produit est distributif :
A(B+C)=AB+ AC,

et
(A+ B)C = AC + BC.

2) Le produit est associatif :
(AB)C = A(BCQC).

3) Si X € R alors
MAB) = (A\A)B = A(\B).

4) Si A € My n(R) alors
0ty m®) X A= 0.4, ,.®) €t AX04, &) = 0.z, ,®):

Proposition 1.20. Soit A et B deux matrices. Si le produit AB est bien défini alors le
produit ' B'A lest aussi et 'B'A =(AB).

Les matrices avec autant de lignes que de colonnes interviennent souvent dans la pra-
tique.

Définition 1.21. Une matrice de taille n x n est dite carrée. L’ensemble de toutes ces
matrices est noté .#,(R). Pour une matrice A = (ai;) € #,(R), les coefficients a;;,
1 <4 < n, sont appelés les coefficients diagonaux de A.

Parmi les matrices carrées, une est particulierement importante.
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Définition 1.22. La matrice identité de taille n est la matrice de ., (R) dont les coef-
ficients diagonaux valent 1 et tous les autres coefficients valent 0. On la note I,,, Id,, ou
simplement Id.

1 0 --- 0
I, = 0 1
: .0
0o --- 0 1

Comme son nom l'indique, la multiplication par I, agit par identité.
Proposition 1.23. Si A € #,, ,(R) alors
Al, =I1,A=A.

Définition 1.24. Une matrice A € .#,(R) est dite inversible s’il existe B € ., (R) tel
que
AB =BA=1,.

Dans ce cas, B est appelé inverse de A et est noté A~!. L’ensemble des matrices inversibles
de A, (R) est désigné par Gl,,(R), pour groupe linéaire.

Attention : Si A et B sont dans Gl,(R) alors le produit AB l'est aussi et
(AB)"'=B7tA"L

Remarque 1.25. Nous verrons dans le chapitre sur les applications linéaires que pour
qu’une matrice A soit inversible, il suffit qu’elle ait un inverse a gauche (c.a.d une matrice
B telle que BA = I,) ou un inverse a droite (c.a4.d une matrice C telle que AC' = I,,).

Dans la suite du cours, nous rencontrerons un certain nombre d’ensembles de matrices
particuliéres.

Définition 1.26. Soit A = (ai;) € #,(R).

1) Si aj; = 0 des que ¢ > j alors la matrice A est dite triangulaire supérieure,

2) Si a;; = 0 deés que 7 < j alors la matrice A est dite triangulaire inférieure,

3) Si aij = aj; pour tout 1 <4, j < n (autrement dit si 'A = A) alors A est dite symétrique,
4) Si a;; = —aj; pour tout 1 < 4,5 < n (autrement dit si A = —A) alors A est dite anti-
symétrique. En particulier, les coeflicients diagonaux de A sont nuls.

Exemple 1.27. 1) La matrice

2 4 -8
07 1
0 0 -1
est triangulaire supérieure alors que
3 0 00
1 4 00
2 -1 00
1 2 3 4
est triangulaire inférieure.
2) La matrice
1 2 -3 -1
2 0 9 7
-39 5 1
-1 7 1 8



6 CHAPITRE 1. MATRICES

est symétrique alors que

0 1 2
-1 0 =5
-2 5 0

est anti-symétrique.

1.2 Systemes linéaires

Un des avantages des matrices est qu’elles permettent de réécrire les systemes linéaire
de maniere concise et manipulable. Rappelons qu'un systéme linéaire est un systéme
d’équations linéaires

a1171 + ajxa+ - FaT, = b
a21T1 + a2+ -+ HazpTy = by
Am1T1 + amaTe+ 0 FampTy = by
Dans cette exemple, il y a m équations avec n inconnues xi,...,T,. En utilisant une

écriture matricielle, le systéme linéaire est équivalent a

AX =B
T by
ou A = (ajj) € Mmn(R), X =] 1 | e¢ B=| : |.Résoudre un tel systéme revient a
Tn bm
déterminer tous les n-uplets (z1,...,2,) € R™ tels que toutes les équations sont vérifiées.

Nous verrons dans la section suivante qu’en utilisant la méthode du pivot, il est possible
de résoudre de maniere systématique tout systeéme linéaire.

Dans le cas particulier ol il y a autant d’équations que d’inconnues, c’est-a-dire quand
A est une matrice carrée, et que de plus A est inversible alors pour tout B il existe un
unique X vérifiant AX = B, donné par X = A~!'B.

1.3 La méthode du pivot

Le but de cette section est d’expliquer une méthode, souvent dite du pivot de Gauss,
particulierement efficace pour résoudre des systémes linéaires. Elle repose sur seulement
trois opérations sur les matrices.

Définition 1.28. Soit A une matrice dont on note par L; la i-eme ligne. Une opération
élémentaire sur les lignes de A consiste a

1. remplacer une ligne L; par L; + L;,

2. échanger deux lignes,

3. ou multiplier une ligne par un scalaire non nul.
On notera A — A’ quand on passe d’'une matrice A & une matrice A’ par une opération

élémentaire. Dans ce poly, on écrira les opérations a gauche de la nouvelle matrice.

Exemple 1.29.

1 2 Ly (4 6 4 6 4 6
3 4| — Ly |3 4| — L3 |5 6] — 5 6
5 6 5 6 Ly \3 4 2L \6 8
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Remarque 1.30. 1) 11 est aussi possible de faire plusieurs opérations élémentaires a la
fois, tant qu’elles restent réversibles. De cette facon, on peut remplacer L; par L; + AL;
avec A € Ret i # j.

2) Par contre, il n’est pas possible de multiplier une ligne par 0 ou de faire des opérations
du type

Les systémes linéaires associés aux matrices suivantes sont particulierement simples a
résoudre.

Définition 1.31. Une matrice est dite échelonnée si le premier coefficient non nul de la
ligne i« + 1 est a droite de celui de la ligne i. Dans ce cas, le premier coefficient non nul
d’une ligne est appelé pivot.

Définition 1.32. Une matrice est dite échelonnée réduite si elle est échelonnée et vérifie
les deux propriétés suivantes :

1) Les pivots valent tous 1.

2) Dans sa colonne, le pivot est le seul coefficient non nul.

Exemple 1.33. 1) Les matrices

1 0 2 1 2 2
00 1(,]0 0 1
1 00 0 0 2
ne sont pas échelonnées alors que
1 2 2 0 4 2 3
o o] oo | (003
0 00 00 0 7

le sont et leurs pivots sont marqués en bleu. Par contre elles ne sont pas échelonnées
réduites.
2) La matrice

o O O
o O =
o = O
S =
= o O

est échelonnée réduite.

Avant d’introduire la méthode du pivot, il reste & fixer quelques notations.
Si A et B sont deux matrices avec le méme nombre de lignes, on notera (A|B) la
matrice obtenue en juxtaposant A a c6té de B. Par exemple, si

10 9 7 -1 109 7 -1
A<2 1) etB(5 9 8>alors(A\B)<2 1 5 _9 8).

Plus généralement, on notera parfois les matrices avec des blocs. Par exemple, si

1
A= |4
7

co Ut N
O O W
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alors
112 3
5 6
= 4 e
A B avec B (8 9>
7
ou encore

1 2 3
A=| 4|C avecC =[5 6
7 8 9

La méthode

La méthode du pivot fournit un algorithme pour passer d’une matrice quelconque a
une matrice échelonnée (voire échelonnée réduite) en utilisant des opérations élémentaires.
Voici les différentes étapes pour une matrice A.

Etape 1 (On ignore les colonnes nulles)

Si la premieére colonne de A est nulle, c’est-a-dire

0
A=| 1| a
0

on reprend ’étape 1 avec A’. Sinon on passe a 1’étape suivante.

Etape 2 (Installation du pivot)

On choisit une ligne dont le premier coefficient est non nul et on la place en premiere
ligne.

Etape 3 (Nettoyage sous le pivot)

On remplace chacune des lignes L; (i # 1) par L; — A\;Lj avec \; choisi de sorte que le
premier coefficient de la nouvelle ligne L; s’annule.

Etape 4 (Itération)

La matrice qu’on obtient est maintenant de la forme

Si A’ est non nulle, on reprend 'étape 1 avec elle. Sinon, on arréte 1’algorithme.

Puisque apres une boucle, 'algorithme reprend avec une matrice plus petite et que la
matrice d’origine est de taille finie, I’algorithme aboutit forcément. De cette maniére, en
partant de n’importe quelle matrice, on arrive a une matrice échelonnée. De la, on peut
faire deux étapes supplémentaires pour obtenir une matrice échelonnée réduite.
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Etape 5
On multiplie les lignes avec pivots pour qu’ils valent 1.

Ftage 6
On nettoie au dessus des pivots.

Remarque 1.34. Il est toujours possible de faire des étapes intermédiaires si cela semble
simplifier les calculs.

Exemple 1.35. Considérons la matrice suivante

o O o O
O~ N

S NN
N = WD

Puisque la premiere colonne est nulle, on considere la sous-matrice en bleu

o O O O
O = N
N = W o

= O NN

On choisit une ligne de la matrice en question dont le premier coefficient est non nul. Pour
simplifier les calculs, il peut étre astucieux de prendre un pivot simple, par exemple 1 dans
notre cas.

0 4 2 6 Ly (01 0 1
0 2 2 3 . 02 2 3
01 0 1 Ly 10 4 2 6
0 0 4 2 00 4 2
Puis on nettoie sous le pivot
01 01 01 01
02 2 3 Ly—2L7y |O 0 2 1
04 2 6 Ly3—4L; |0 0 2 2
00 4 2 0 0 4 2
Et on recommence
01 01 01 01
00 2 1 . 00 2 1
00 2 2 L3 — Lo 0 0 0 1
00 4 2 Ly—2Ly \O O O O

pour obtenir une matrice échelonnée. Il reste a la réduire

010 1 010 1 1 0100
002 1| Iy 0011/2_>L1_L?2 0010
000 1 000 1 27 000 1
0000 000 0 0000

Remarque 1.36. La forme échelonnée d’une matrice n’est pas unique mais par contre la
forme échelonnée réduite I’est.
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1.4 Résolution des systemes linéaires

La premiére application de la méthode du pivot est de résoudre les systémes linéaires.
En effet, il est évident que les solutions d’un systéme linéaire ne change pas si on inter-
change deux équations, si on multiplie une équation par une constante non nulle ou encore
si on remplace une équation par sa somme avec une autre équation.

Définition 1.37. Soit AX = B et A’X = B’ deux systémes linéaires. On dit qu’ils sont
équivalents si 'on peut passer de la matrice (A|B) & la matrice (A’|B’) par des opérations
élémentaires.

La discussion ci-dessus implique le résultat suivant.
Théoréme 1.38. Deuzx systémes équivalents ont méme ensemble de solutions.

Une maniere plus formelle de le voir est d’introduire les matrices suivantes. Soit n > 1
et 1 < k,l <n trois entiers. La matrice Ey; = (e;;) € #,(R) est définie par ey = ey, = 1,
exr; = ey = 0, e;; = 1 pour tout ¢ # k,l et e;; = 0 sinon. Multiplier & gauche une matrice
A par Ey; revient a inverser la ligne k avec la ligne I.

-2 -3 4 5

0 1\/1 0 9 8 2 -3 4 5
El?A_(l o><—2 —345)‘(1 0 98)'

De méme, la matrice Fiy = (fij) € #,(R) est définie par fi; = 1, fi; = 1 pour tout
1 <i<net f;; =0 sinon. Multiplier a gauche A par Fj; revient a échanger la ligne k par
sa somme avec la ligne (.

Exemple 1.39. Sin=2et A = < L0 8) alors

Exemple 1.40.

1 1\/1 0 9 8 -1 -3 13 13
Fl?A_(o 1) (-2 -3 4 5)‘(—2 -3 4 5)‘

Enfin, si &« € R, a # 0, alors la matrice Gi(a) = (gi;j) € #,(R) est définie par gi; = «,
gii = 1sii# k et g;; = 0 sinon. La multiplication & gauche de A par Gi(a) revient a
multiplier la ligne k par a.

Exemple 1.41.

3 00/1 0 9 8 3 0 27 24
01(3)‘4_(0 1) (-2 3 4 5)‘(—2 -3 4 5)'

Ces trois types de matrices s’appellent des matrices élémentaires.

Remarque 1.42. Ces matrices sont inversibles, d’inverse E,;ll = By, Gr()™t = Gp(a™)
et Fk_ll = Gk(—l)Flek(—l).

Pour résumer, la multiplication a gauche par une matrice élémentaire revient exac-
tement a faire une des trois opérations élémentaires sur les lignes d’une matrice. Par
conséquent, appliquer la méthode du pivot, revient a faire une succession de multiplica-
tions a gauches par des matrices élémentaires. Le théoreme découle alors de la proposition
élémentaire suivante.



1.4. RESOLUTION DES SYSTEMES LINEAIRES 11

Proposition 1.43. Si A et B sont des matrices avec n lignes et que C' a n colonnes alors
C(A|B) = (CA|CB).

Démonstration du théoréme. Si on passe de (A|B) a (A’|B’) par une suite d’opération
élémentaires, cela veut dire qu’il existe une suite de matrices élémentaires F, ..., Ey telle
que (A'|B") = E1Ey--- Ex(A|B). La Proposition implique que A" = E;--- ENyA et
que B’ = FEy--- ExyB. Donc si X vérifie AX = B il vérifie aussi

E,---ENAX = E;---ENyB clest-a-dire A’X = B'.
Inversement, si A’X = B’ on a aussi AX = B car les F; sont inversibles. O

Par ailleurs, a tout systéme AX = B, on peut associer grace a la méthode du pivot un
systéme A’X = B’ avec (A’|B’) échelonnée réduite. Il ne reste plus qu’a résoudre ce type
de systeme.

Théoréme 1.44. Soit AX = B un systéme linéaire tel que la matrice (A|B) soit éche-
lonnée réduite. Le systéme a au moins une solution si et seulement si il n’y a pas de pivot
dans la derniére colonne.

Dans ce cas, les inconnues correspondant a une colonne avec pivot sont dites contraintes
et les autres sont dites libres. L’ensemble des solutions s’obtient en fixant arbitrairement
chacune des inconnues libres et en calculant o partir de la les variables contraintes.

01209 0
Exemple 1.45. SiA= [0 0 0 1 8| et B= |[0] alors la matrice (A|B) est éche-
000 0O 1
lonnée réduite et correspond au systéeme linéaire
To+ 2x3 4925 =0
T4 +8£L'5 =0 s
0 =1

qui n’a évidemment pas de solution car la derniere ligne est contradictoire. Cela vient du
fait que (A|B) a un pivot dans ¢a derniére colonne.

2
En revanche, si C' = | —4 | alors la matrice (A|C) est aussi échelonnée et le systéme
0
correspondant est
To+ 2$3 +9135 =2
4 +8xry = —4
0 =0

Cette fois il n’y a pas de pivot dans la derniére colonne. Les variables 2 et x4 correspondent
a une colonne avec un pivot, elles sont donc contraintes, alors que les colonnes de =1, x3
et x5 sont sans pivot et ces variables sont libres. L’ensemble des solutions de AX = C est
donc

S ={(z1, 22,23, 24,75) € R® | zo = 2 — 223 — 95,14 = —4 — 8x5}.

Si I'on veut une solution particuliere, il suffit de choisir les variables libres de maniere
arbitraire, par exemple ici 1 = 12,23 = —1 et x5 = 1, et d’en déduire les autres variables,
ici zo = —b et x4 = —12.
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Une conséquence de ce théoréme est que ’ensemble des solutions d’un systéme linéaire
est soit vide, soit réduit a un élément, soit infini. Dans le cas d’un systeme homogéne, le
premier cas n’est pas possible car il y a toujours au moins une solution qui est 0.

Corollaire 1.46. Si un systéme homogéne a (strictement) plus d’inconnues que d’équa-
tions alors il a une infinité de solutions.

1.5 Rang et noyau d’une matrice.

On définit ici, le rang et le noyau d’une matrice, ainsi que la méthode pour les calcu-
ler. Ces notions seront reprise dans les deux chapitres suivant pour parler et calculer le
rang d’un systéme de vecteurs ou d’une application linéaire et déterminer le noyau d’une
application linéaire.

Définition 1.47. Le rang d’une matrice A est le nombre de pivot d’une de ses formes
échelonnées.

Pour calculer le rang d’une matrice A il suffit donc de la mettre sous-forme échelonnée
réduite.

Définition 1.48. Le noyau d’une matrice A est I’ensemble des solutions du systéme
homogene AX = 0. On le note Ker(A).

Trouver le noyau d’une matrice A revient donc a résoudre le systéeme AX = 0 et encore
une fois on échelonne et on réduit la matrice A.

On verra dans le chapitre suivant que Ker(A) est un exemple d’espace vectoriel, et
obtenir une forme échélonnée réduite pour A permettra de donner des solutions de AX = 0
préférée a partir desquelles retrouver toutes les autres, cet ensemble de solutions préférées
formeront ce qu’on appelera une base de Ker(A).

Exemple 1.49. On considere :

1 20 20
00110
00111
A_12020’
12130
0 00O0O

dont une forme échélonnée réduite est donnée par :

12020
001 10
, loooo1
A=10000 0
00000
00000

Le rang de A est donc de 3. Trouver le noyau revient donc a résoudre

1+ 229 + 224 =0
r3+x4=0
x5 =0
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En mettant & gauche les variables correspondants aux colonnes contenant un pivot et a
droite les autres :
xr1 = —21’2 — 2:114
T3 = —T4
Iy = 0

On peut choisir librement les valeurs de x5 et x4 et n’importe quelle choix détermine de
maniére unique les valeurs pour de x1, z3 et x5 (x5 étant déja égal a zéro.)

On notera que la somme du nombre de variables pouvant étre choisis librement dans
le calcul du noyau et du rang est évidement égal au nombre de colonnes. On reverra cette
propriété dans le chapitre 3, sous le nom de Théoreme du rang.

1.6 Inversion de matrices

Il n’est pas évident & premiere vue de voir si une matrice est inversible ni de trouver
cet inverse s’il existe. La méthode du pivot permet de répondre a ces deux questions.

Théoréme 1.50. Soit A € M, (R). La matrice A est inversible si et seulement si la
matrice échelonnée réduite associée a (A|l,) est de la forme (I,|B). Dans ce cas, linverse
de A est précisément la matrice B, c¢’est-d-dire A~! = B.

Démonstration. Si la forme échelonnée réduite de (A|I,) est (I,|B), cela signifie qu’il
existe une suite de matrices élémentaires Ey, ..., Ey telle que (I,|B) = E; --- En(AlL,).
Cela implique, d’aprés la Proposition que Ey---ENyA =1, et que B = F---Ey,
c’est-a-dire que BA = I,, et donc que A est inversible avec A~ = B.

Inversement, puisque la seule matrice échelonnée réduite qui est inversible est I,,, si
A est inversible alors la forme échelonnée réduite de (A|I,) est forcement de la forme
(I,|B). O

1
Exemple 1.51. 1) Soit A= |4 . Vérifions si elle est inversible.
7

oo Ot N
O Oy W

123100 1 2 3 1 00
(AlI)=[4 5 6 0 1 0| — Ly—4L; [0 =3 —6 -4 1 0
78900 1 Ls—T7L; \0 —6 —12 —7 0 1

12 3 1 0 0
— 0 -3 -6 -4 1 0
Ls—2L2 \0 0 O 1 -2 1
A cette étape, on voit que I'on n’arrivera jamais a avoir I, a gauche et donc que A n’est
pas inversible.

1 1 1
2) Par contre si A’ = [0 1 0] alors
2 3 3

111100 111 1 00
AL)=o 1001 0| 010 0 10
2 33001 Ls—2L; \0 1 1 -2 0 1
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CHAPITRE 1.

MATRICES




Chapitre 2

Espaces Vectoriels

La notion d’espace vectoriel est centrale aussi bien en mathématiques qu’en physique ou
en informatique. Elle cherche a formaliser I'intuition d’"espace ambiant" & trois dimensions
et ce faisant, donne un cadre bien plus général.

L’algebre linéaire fournit un ensemble de techniques de calcul dans les espaces vectoriels
qui s’averent particulierement efficaces dans de nombreux problémes, aussi bien théoriques
qu’appliqués.

2.1 Définitions et exemples

La définition d’un espace vectoriel est abstraite et est rarement utilisée directement.
Néanmoins, il est important de bien se familiariser avec.

Définition 2.1. Un espace vectoriel (E,+,-) est un ensemble E muni de deux lois

— une loi interne, notée + : E x E — E, (u,v) — u+ v,
— une loi externe, notée - : Rx E — E, (A\,u) — A - u,

telles que les relations suivantes soient vérifiées :

DV(u,v) € E?, u+v=0v+u, (+ est commutative)
2)V(u, v, w) € E3, u+ (v+w) = (utv)+w, (+ est associative)
3)30p € E,\Vu € E, u+ 0 = u, (0 est l’élément neutre de +)
NVue E,3—uec E, u+(—u)=0g, (tout élément de E a un inverse)
5)VAER, (u,v) € B2, X-(u+v)=X-u+X-v

VN p) eRZVueE, Nu+p-u=N+pu) - u

W\ p) ERZVu e B, X-(u-u) = (M) -u

8)Vu € E, l-u=u.
Notation 2.2. On abrégera “espace vectoriel” par “e.v”.
Définition 2.3. Les éléments d’un e.v sont appelés des vecteurs et ceux de R des scalaires.
L’exemple le plus élémentaire d’e.v est R™.

Exemple 2.4. Soit n > 1 un entier. On note R™ I’ensemble des n-uplets d’éléments de R,

c-a-d les objets de la forme (z1,z2,...,x,) ol pour tout 1 <14 < n, x; est un élément de

R et tel que (z1,...,2n) = (), ..., 2),) si et seulement si x; = x} pour tout 1 < i < n.
L’ensemble R”™ muni des lois
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T ($1,.--,xn)+(y1,---,yn):($1+y1,---,$n+yn),
— A (x1,. .y xn) = (AT, .0 ATy,

est un e.v.

En fait, la Définition [2.1] généralise les regles de calcul sur R™ sans utiliser de systeme
de coordonnées.

Proposition 2.5. Soit E un e.v, u € E et A € R. Alors on a
1) X-u=0g si et seulement si A\ = Og ou u=0p,
2) —u=(-1)- u.

Démonstration. 1) Si A = Or alors
Ogr -u=(0r +Or) - u=0g - u—+0g - u,
d’ou Ogr - © = Og. De maniere similaire, si u = Og alors
A(0g)=X-(0g+0g)=X-0g+X-0g,

et on obtient A\ -0 = 0g.
Inversement, si A-u = 0 et A # Or alors

Op=A10p=2"1Nuw)=(\"N-u=1-u=u.

2)u—l—(—l)-u:(1—1)-u:0R-u:0E. ]

Notation 2.6. Pour simplicité, s’il n’y a pas de confusion possible le symbole - sera omis
et on écrira 0 au lieu de Og ou Og.

Voici d’autres exemples d’e.v.

Exemple 2.7. 1) Sim > 1 et n > 1 sont deux entiers, alors .#, ,(R) munit des deux
lois définies dans la Définition et la Définition est un e.v.

2) L’ensemble .# (R, R) des fonctions de R dans R est un e.v. muni des lois suivantes. Si
f et g sont deux fonctions de .Z# (R, R) alors la valeur de f + g en x est par définition
(f +9)(x) = f(z) + g(x). De méme, si A € R est un scalaire alors (Af)(z) := A\f(x) par
définition.

3) Soit a € R. L’ensemble {(z,y) € R? |y = ax} muni des lois induites par celles de R? est
un e.v.

4) Soit (a,b) € R2. L’ensemble {(z,y) € R? |y = ax + b} n’est pas un e.v si b # 0.

Définition 2.8. Soit F un e.v et n > 1 un entier. Soit uq,...,u, des éléments de E. On
appelle combinaison linéaire de uq, ..., u, tout vecteur v de la forme v = Ajuy +-- -+ Apup
avec \; € R. On dira que la combinaison est non triviale si les A\; ne sont pas tous nuls.

2.2 Sous-espaces vectoriels

Un moyen simple de vérifier qu'un ensemble est un e.v est de montrer qu’il est un
sous-espace vectoriel d’'un e.v qu’on connait déja.
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Définition 2.9. Soit (E,+,-) un e.v. Un sous-ensemble F' de E est une sous-espace
vectoriel si
1) F est non vide,
2) F est stable pour + :
Y(u,v) € F?, u+v € F.
3) F est stable pour - :
Yu € F.VYA e R, \u € F.

Si F' est un sous-espace vectoriel de E, on le munit des lois induites par celles de F,
ce qui en fait naturellement un e.v.

Notation 2.10. On abrégera “sous-espace vectoriel” par “s.e.v”.

Exemple 2.11. 1) L’ensemble défini dans ’Exemple 3) est un s.e.v de R2.

2) Sin > 1 est un entier alors 'ensemble des matrices triangulaires supérieures de ., (R)
forme un s.e.v de #,(R). Il en est de méme avec l’ensemble de matrices triangulaires
inférieures, les matrices symétriques ou encore les matrices anti-symétriques.

3) L’ensemble €' (R) des fonctions continues de R dans R est un s.e.v de .# (R, R). En effet,
% (R) n’est pas vide car les fonctions constantes sont dedans. De plus la somme de deux
fonctions continues est continue et le produit d’une fonction continue par une constante
est encore continue.

4) Si on considére ’équation différentielle y” 4+ y = 0 alors ’ensemble des solutions

S :={feZ(R,R)|f est deux fois dérivable et f’ + f =0}
est un s.e.v de .Z (R, R).

Un moyen de détecter qu’'un sous-ensemble n’est pas un s.e.v est donné par l'exercice
suivant.

Exercice 2.12. Montrer que si F' C E est un s.e.v alors Og appartient a F.
Néanmoins, il n’est pas suffisant.

Exemple 2.13. Le sous-ensemble de R? défini par
Fi={(z,y) e R?*|y = 2%}

n’est pas un s.e.v de R? bien que (0,0) = Og2 € F. En effet, (1,1) appartient a F mais
(—=1)-(1,1) = (=1, —1) n’est pas dans F, donc F' ne peut pas étre un s.e.v.

La proposition suivante permet de vérifier plus rapidement qu’un sous-ensemble est un
S.e.V.

Proposition 2.14. Soit (E,+,-) un e.v. Un sous-ensemble F C E est un s.e.v si et
seulement si

1) F est non vide.

2) Y(u,v) € F2,YA € R,u+ v € F.

Plus généralement, un s.e.v est un sous-ensemble stable par combinaisons linéaires.

Proposition 2.15. Soit uq,...,u, des vecteurs d’un e.v E. Si F' est un s.e.v de E conte-
nant uy,...,uy alors F contient toutes les combinaisons linéaires de uq, ..., Un,.
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Démonstration. On raisonne par récurrence sur n. Pour n = 1, une combinaison linéaire
de u; est de la forme Aju; avec \; € R. Mais si u; appartient a F, alors, par définition
d’un s.e.v, A\juy aussi. Maintenant, supposons qu’il existe un n > 1 tel que la proposition
soit vérifiée pour toute famille de n vecteurs. On en déduit que si Z?:Jrll Aiu; est une
combinaison linéaire de n+1 vecteurs u1, . .., u,+1 de F alors par 'hypotheése de récurrence,
> Aju; appartient a F. Mais, par la Proposition cela implique que Z?Ill Aiu; =

i Aty + Apt1Un41 est aussi un élément de F. O
Il est facile de voir que 'intersection de s.e.v est encore un s.e.v.

Proposition 2.16. L’intersection de deuzx s.e.v est un s.e.v. Plus généralement, [’inter-
section d’une famille de s.e.v est encore un s.e.v.

Exemple 2.17. Dans .#,(R), I'intersection de I’ensemble de matrices triangulaires supé-
rieures avec celui des matrices triangulaires inférieures est égale a ’ensemble de matrices
diagonales qui est lui aussi un s.e.v.

Attention : En général, I'union de deux s.e.v n’en est pas un!

Exercice 2.18. Soit F' et G deux s.e.v de E. Montrer que F'UG est un s.e.v si et seulement
si FCGoulGCF.

En revanche, il est possible de définir la somme de deux s.e.v F} et Fy de F, qui est
encore un s.e.v de F.

Définition 2.19. Soit F un e.v et Fi, F5 C FE des s.e.v. La somme F| + F5 de F} avec Fj
est définie par
Fi+ F = {u:ul—i—uzlul € Fi, ug € FQ}.

La somme est dite directe si Fy N Fy = {0}, et on écrira dans ce cas F} @ F,. Dans ce cas,
le couple (uy,u2) € Fy x Fy tel que u = uy + ug est unique.

Définition 2.20. Soit £ un e.v et I/ C E un s.e.v. Un supplémentaire G C E de F est
un s.e.v tel que £ = F' @& G. On dit aussi que F' et G sont supplémentaires.

Attention : En général, le supplémentaire a F' n’est pas unique!

Exemple 2.21. Soit F = {(x,0) € R?}. Les s.e.v G; = {(0,2) € R?} et Gy = {(z,7) €
R?} sont deux supplémentaires différents de F.

Exercice 2.22. Soit & C .#(R,R) l'ensemble des fonctions paires de R dans R et . C
Z (R, R) I'ensemble des fonctions impaires.

1) Montrer que & et .# sont des s.e.v de # (R, R).

2) Montrer que & et .# sont supplémentaires dans .# (R, R).

2.3 Familles génératrices, familles libres

Définition 2.23. Une famille d’un s.e.v E est simplement un sous-ensemble de F dont les
éléments sont indexés. Dans ce cours, nous considérerons uniquement des familles finies,

c-a-d de la forme (uq,...,u,) ou chaque u; est un vecteur de E pour 1 < i < n.
Définition 2.24. Soit (uy,...,u,) une famille d’'un e.v E. Le sous-espace vectoriel engen-
dré par la famille (uq,...,uy) est 'ensemble de toutes les combinaisons linéaires possibles

des uq,...,u,. On le note Vect(uy, ..., uy).
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Proposition 2.3.1. L’ensemble Vect(uq,...,uy) est, comme son nom l'indique, un s.e.v
de E.

Démonstration. En effet il est non vide car u; € Vect({ui,...,u,}) et siv = A\ug +---+
Antn et v = Mug + -+ + M u, sont deux éléments de Vect(uq,...,u,) et a € R alors
vtav = (A +aX)ur+- -+ (A +aX,)u, est aussi une combinaison linéaire de uq, . . ., uy,
et donc un élément de Vect(uy, ..., uy). O

Définition 2.25. Soit (ui,...,u,) une famille de vecteurs d'un e.v E. Soit F' un sous-
ensemble de E. On dit que la famille (uq, ..., uy,) engendre F' si F' = Vect(uy, ..., uy,). Dans
ce cas on dira aussi que la famille (uq,...,uy,) est une famille génératrice de F. Lorsque
Vect(uy,...,u,) = E on dira simplement que (uq,...,u,) est une famille génératrice.

Exemple 2.26. 1) Soit u = (1,1) € R?. Une combinaison linéaire de u est simplement
un vecteur de la forme Au o A € R. On a donc que Vect(u) = {(z,y) |z = y} qui est la
droite passant (0,0) dirigée par le vecteur u. Le vecteur u engendre donc cette droite.

2) Dans R?, les combinaisons linéaires des vecteurs e; = (1,0,0) et ez = (0,1,0) sont de
la forme v = A\je1 + Ageg, c-a-d v = (A1, A2, 0). Puisque A1 et Ay sont arbitraires, on voit
que ej et ez engendre le plan d’équation z =0 :

Vect(e1,e2) = {(x,y,2) € R*| 2z = 0}.

3) Si nous considérons de nouveau ’ensemble S des solutions I’équation y” + y = 0 défini
dans 'Exemple 4) alors un résultat classique en équations différentielles dit que S est
engendré par la famille (cos,sin) de #(R,R), c-a-d que toute solution f est de la forme
f(z) = acos(z) + fsin(z) ol « et 5 sont deux constantes.

Définition 2.27. Soit F un e.v. Une famille de vecteur (u1, ..., u,) est dite libre si toute
combinaison linéaire vérifiant A\jui+- - -+ A u, = 0 vérifie aussi A; = 0 pour tout 1 < i < n.
Une famille qui n’est pas libre est dite lice.

Exemple 2.28. 1) Soit u € E avec u # 0. La famille & un élément (u) est alors une
famille libre.

2) Toute famille contenant le vecteur nul 0 est liée.

3) Les vecteurs (1,0,0), (0,1,0) et (0,0,1) forment une famille libre dans R3.

4) La famille (cos, sin) est une famille libre dans .% (R, R). En effet, supposons qu’il existe
(A, 1) € R? tel que Acos+pusin = 0, c’est-a-dire que pour tout x dans R, \cos(z) +
psin(x) = 0. En particulier, pour x = 0 on obtient que 0 = Acos(0) + psin(0) = A et
pour z = 7/2, 0 = Acos(m/2) + psin(n/2) = p. Donc A = p = 0 dés que Acos+pusin = 0,
c’est-a-dire que notre famille est libre.

Définition 2.29. Deux vecteurs v et v d'un e.v E sont dit colinéaires s’il existe A € R
tel que u = Av ou v = \u.

Proposition 2.30. Une famille de deux vecteurs (u,v) est liée si et seulement si u et v
sont colinéaires.

Attention : Il n’y a plus de tel critére pour une famille de plus de trois vecteurs!

Exemple 2.31. Les trois vecteurs u; = (1,0), ug = (0,1) et uz = (1,1) forment une
famille liée bien qu’aucun d’eux n’est colinéaire a un autre. En effet uq + ug — uz = 0.

Proposition 2.32. Soit (uy,...,u,) une famille libre d’un e.v E et v € E. La famille
(Ui, ..., up,v) est liée si et seulement si v € Vect(uy, ..., uy,).
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Démonstration. Supposons que v est dans Vect(ui,...,uy). Par définition, il existe des
réels A1, ..., A\, tels que v = Ajug + Aquo + - - - + A\ uy,. Par conséquent, Ajuy +- - -+ Apuy, +
Ant1v = 0 avec A\p11 = —1 donne une combinaison linéaire non triviale de uy, ..., Uy, v
qui s’annule et donc la famille est liée. Inversement, si la famille (uq, ..., uy,v) est liée, il
existe des réels A\i1,..., Apt1, non tous nuls, tels que A\juy + -+ + Apup + Apr1v = 0. Le
coefficient A, 41 n’est pas nul car la famille uy, ..., u, est libre. En divisant par A,4+1 on
obtient

V=— Us,

=1 Antl
et donc v € Vect(ug, ..., up). O

Le théoreme suivant est essentiel pour le prochain paragraphe.

Théoréme 2.33. Soit E un e.v engendré par une famille finie de n vecteurs (ui, ..., uy).
Alors, toute famille libre de EE admet au plus n éléments.

Démonstration. Supposons que E possede une famille de n vecteurs (uq, ..., uy,) qui 'en-
gendre. Soit m > n un entier et soit (v1,..., vy ) une famille de m vecteurs. Notre but est
de montrer que cette famille est liée, c-a-d qu’il existe des réels A\;, 1 < i < m, non tous
nuls tels que

Pour cela, nous allons considérer les A; comme des inconnues.
Par hypothese, puisque la famille (uq,...,u,) engendre F, pour chaque 1 < i < n il
existe n réels, a; ; avec 1 < j < n, tels que

n
V; = Z OZZ'J"LL]'.
j=1

En utilisant ces égalités, 'expression Y ;v A\jv; = 0 devient

m

n
Z i Z a;ju; | =0.
i=1 j=1

En regroupant les termes contenant u; on obtient

Pour vérifier cette égalité, il suffit que les \; satisfassent

m
Z /\iai,j =0
=1

pour chaque 1 < j < m. On obtient ainsi un systéme homogene (le deuxieme terme est

nul) avec m inconnues (les A1,...,\;,) et n équations (une pour chaque j, 1 < j < n).
Puisque m > n, le Corollaire [I.46] dit qu’il y a une infinité de solution & ce systéme. En
particulier, Ay = A9 = --- = \,;, = 0 n’est pas la seule solution.

O]
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2.4 Bases et dimension

La dimension d’un e.v est l'invariant le plus important en algebre linéaire. Dans une
premier temps, nous voyons ce que signifie d’étre de dimension finie.

Définition 2.34. Si un e.v F admet une famille génératrice finie, on dit qu’il est de
dimension finie. Si ce n’est pas le cas, E est dit de dimension infinie.

Définition 2.35. Une famille libre et génératrice d’un e.v E est appelée une base de E.

Proposition 2.36. Soit E un e.v et (e1, ..., e,) une base de E. Tout élément u de E s’écrit
de maniére unique comme combinaison linéaire de (e1,...,ey). Les coefficients A1, ..., \p
tels que u = Ajey + - - - + A\pep, sont appelés les coordonnées de u dans la base (eq, ..., ep).

Démonstration. Puisque la famille (ep,...,e,) est une base, en particulier elle est gé-
nératrice. Donc, si u est un vecteur de F, il existe des réels Ay,..., A\, tels que v =
Ater + - + Ape,. Ceci montre existence des coordonnées.

Il reste & montrer 'unicité. Supposons que ay,...,a, soient aussi des réels tels que
arel + - + ape, = u. On en déduit que

n n
> aiei =) iei
i=1 i=1

et donc que

Or la famille (ey,...,ey,) est libre donc on doit forcément avoir (o; — A;) = 0 pour tout
1 <i <0, c’est-a-dire a; = A;. ]

Remarque 2.37. 1l existe de nombreuses bases d'un méme e.v E, qui donneront autant
de systémes de coordonnées différents.

Exemple 2.38. 1) Les vecteurs (1,0,0), (0,1,0) et (0,0,1) forment une base de R3.
2) Plus généralement, les vecteurs ¢; = (0,...,0,1,0...,0), ou le 1 se trouve a la i-éme
place, donnent une base de R", appelée base canonique.

Le Théoréme 2.33] entraine le résultat suivant.

Théoréme 2.39. Soit E une e.v de dimension finie. Toutes les bases de E ont le méme
cardinal (i.e. le méme nombre d’éléments).

Démonstration. Soit (e1,...,e,) et (fi,..., fm) deux bases de E. Par définition, elles sont
toutes les deux libres et génératrices. Si n < m alors par le Théoréme la famille
(f1,---, fm) est liée ce qui est une contradiction. Donc n < m et par symétrie, n = m. [

On peut maintenant poser la définition suivante.

Définition 2.40. Si E est un e.v de dimension finie alors la dimension de E est le cardinal
d’une de ses bases. On la note dim(E) et par convention dim(F) =0 si E = {0}.

Exemple 2.41. 1) Puisque la famille des vecteurs e¢; 1 < i < n est une base de R", cet
e.v est de dimension n, comme attendu.

2) Soit a € R. Le s.e.v de R? défini par {(z,y) € R?|y = ax} est de dimension 1 car le
vecteur (1,a) en est une base.
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Les résultats suivants sont tres utiles dans la pratiques.

Théoreme 2.42. Soit E un e.v de dimension finie, 4 une famille génératrice et £ une
famille libre telles que £ C 9. Alors, il existe une base B de F telle que £ C B C Y.

Démonstration. Soit Z un sous-ensemble de ¥ tel que £ C £, que A forme une famille
libre et que £ soit de cardinal maximal pour cette propriété. L’existence d’un tel £ est
garantie par le Théoreme [2.33] et par le fait que E soit de dimension finie.

Montrons que £ est une base de E. Puisque & est une famille libre, il reste & prouver
qu'elle est aussi génératrice. Or, si Vect(#) # E = Vect(¥), alors par la Proposition [2.32]
il existe u € ¥\ A tel que B' := BU{u} C ¥ est libre et vérifie Card(#') = Card(£) + 1
ce qui contredit la définition de Z. Donc, on obtient par I’absurde que la famille &£ est
une base de F vérifiant ¥ C B C Y. O

Corollaire 2.43. Soit E un e.v de dimension finie.

1) Toute famille libre de E peut-étre complétée en une base (Théoréme de la base incom-
pléte).

2) De toute famille génératrice, on peut extraire une base.

3) E posséde une base.

Corollaire 2.44. Soit E un e.v de dimension n.

1) Toute famille libre a au plus n éléments, avec égalité si et seulement si c’est une base.
2) Toute famille génératrice a au moins n éléments, avec égalité si et seulement si c’est
une base.

Ils permettent entre autre de calculer la dimension de la somme de s.e.v.

Proposition 2.45. Soit F' et G deuzx s.e.v d’un e.v E de dimension finie. Alors, la di-
mension de F'+ G vérifie dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G).

Corollaire 2.46. Soit F' et G deux s.e.v d'un e.v E de dimension finie. Les assertions
suivantes sont équivalentes.

1) F et G sont des supplémentaires.

2) dim(F) = dim(F) + dim(G) et F NG = {0}.

3) dim(F) = dim(F') + dim(G) et E = F + G.

Exemple 2.47. 1) L’ensemble des polynémes R[X]| est de dimension infinie. En effet,
pour tout n > 1, la famille (1, X,..., X™) est libre ce qui implique par le Corollaire
que dim(R[X]) > n.

2) De méme, 'e.v .Z(R,R) est de dimension infinie, ainsi que son s.e.v des fonctions
continues de R dans R.

2.5 Rang d’un systeme de vecteurs et rang d’une matrice

Le rang d’une matrice est un invariant important qui a plusieurs interprétations diffé-
rentes.

Définition 2.48. Soit (vi,...,vy,) une famille de vecteurs. Le rang de (vi,...,v,) est le
nombre maximal de v; qui sont linéairement indépendant. Dit autrement, c’est la dimension
de Vect(vy,...,vy). On le note rg(vy, ..., vp).

On identifie les vecteurs v; aux colonnes C; d'une matrice A € 4y, ,(R), on a alors le
résultat suivant :
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Proposition 2.49. Le rang d’une matrice A est égal au rang de son systéme de vecteurs
colonnes, i.e.le nombre de pivot d’une de ses formes échelonnées.

On obtient aussi immédiatement le résultat suivant :
Proposition 2.50. Si A € #,,,(R) alors rg(A) < min(m,n).

La proposition suivante dit que I'espace engendré par les colonnes et celui engendré
par les lignes d’une matrice sont de méme dimension.

Proposition 2.51. Soit A € My, ,(R). Le rang de A est égal au rang de ' A.

Démonstration. Soit A = (a;ij) € Mmn(R). On note C;, 1 < i < n, les colonnes de A et
L;, 1 < j < m ses lignes. Rappelons qu’on identifie une colonne a un vecteur de R™ et
une ligne a un vecteur de R™.

Le résultat équivaut a montrer que dim(Vect(C1,...,Cy)) = dim(Vect(Lq, ..., Ly)).
Posons r = dim(Vect(L, ..., L,,)) et choisissons une base (u1, ..., u,) de Vect(L1, ..., Ly,).
Par définition, il existe des réels A\;;, 1 <7 <m, 1 <i <, tels que

Ll = )\11U1 + -+ Alrur

Ly, =Xt + -4 Aty

Chacune de ces équations est une égalité entre vecteur de R™ et donc une égalité coordon-

nées par coordonnées. Cela implique que si u; = (@11, ..., 1), ,Ur = (Qp1y..., Qp)
alors
A1 A12 Ay
A1 A22 Aoy
Cr=an| . |[+taua| . |+ Faa]| . |,
)\ml >\m2 )\mr
et de méme pour chaque Cj;, 1 <7 < n.
A11 A1y
) A21 Aoy o
Les C; sont donc engendrées par r vecteurs . Y . ce qui implique que
>\m1 )\mr
dim(Vect(C1,...,Cy)) < r. L’inégalité inverse se prouve de la méme facon en raisonnant
sur A et on obtient bien une égalité entre ces deux dimensions. O
Voici deux applications du concept de rang.
Proposition 2.52. Soit uy,...,u, des vecteurs de R™. La famille (u1,...,u,) est libre

st et seulement si la matrice dont les colonnes sont les u; est de rang n.

Proposition 2.53. Une matrice de .#,,(R) est inversible si et seulement si sont rang est
n.

2.6 L’espace vectoriel des polynoémes

Pour finir ce chapitre, nous introduisons un exemple particulierement important d’es-
pace vectoriel : I’ensemble des polynomes a coefficients réels. Les polynémes jouent un
role central dans de nombreuses applications. Une des raisons est que ce sont des objets
algébriques a la définition simple et facilement manipulable par un ordinateur.
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Pour commencer, on choisit un symbole X qu’on appellera "indéterminé'. Pour chaque
entier n > 1 on notera formellement X™ la puissance n-ieme de X. On prendra comme
convention que X" = 1. Si d > 0 est un entier alors un polynéme P en X de degré d est
une expression de la forme

d
P=ai X%+ ag 1 X" '+ -+ a1 X +ap = Z anp X"
n=0

ou les a,, sont des nombres réels avec ag # 0. Les a,, sont les coefficients de P et on pose
par convention que a, = 0 si n > d. On obtient alors qu’un polynéme P est une expression
de la forme P =} ~ya, X" ol les a, sont tous nuls sauf un nombre fini. On retrouve
alors le degré de P par la formule

deg(P) = max{n € N|a,, # 0}.

Il est important de comprendre quand deux polynémes sont égaux. La définition, simple,
est la suivante.

Définition 2.54. Deux polynomes P = > ~qa, X" et Q = >, (b, X" sont égaux si
an = by, pour tout n > 0.

Remarque 2.55. Le polynéme dont tous les coefficients sont nuls, le polynéme nul P =0
joue un rdle particulier. Par convention on pose deg(0) = —o0.

On peut définir naturellement la somme de deux polynomes. Si P = 7, ~;a, X" et
Q = 3,50 bn X" alors on définie P+ Q par P+ Q = 3, 5¢(ay + by) X™. 1l est facile de
voir que deg(P + Q) < max{deg(P), deg(Q)}.

Exemple 2.56. Si P = X?+3X—10et Q = — X042 alors P+Q = — X0+ X24+3X 8.

De méme on peut multiplier un polyndéme par un scalaire. Si P =3~ ~;a, X™ est un
polynéme et A € R est un réel alors AP est défini par AP = 3°, ~(Aa,) X", Si A # 0 alors
deg(AP) = deg(P).

Exemple 2.57. Si P = —X% +3X? — 5X alors —3P = 3X% — 9X? + 15.

Proposition 2.6.1. L’ensemble de tous les polynémes muni des deux lois ci-dessus est
un espace vectoriel. On le note R[X]. Son zéro est le polynome nul P = 0.

L’e.v R[X] possede les s.e.v naturels suivants.

Proposition 2.6.2. Soit d € N. L’ensemble Ry[X] des polynomes réels de degré inférieur
ou égal a d est un s.e.v de R[X].

Démonstration. En effet, Ry[X] est non vide car le polynéme nul est dedans. De plus, si
(P,Q) € (R[X])? et A € R alors deg(P + A\Q) < max(deg(P),deg(Q)). O

Remarque 2.58. Si d > 1, ’ensemble des polynomes de degré exactement d n’est pas un
s.e.v de R[X] car il n’est pas stable par +. Par exemple (X% 4 1) + (1 — X9) = 2 qui est
de degré 0.

On peut illustrer plusieurs notions dans ces s.e.v
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Exemple 2.59. Soit F' = {aX +b|(a,b) € R?} et G = {cX?+d|(c,d) € R?}. Ce sont des
s.e.vde R[X], et on a que F4+G = Ry[X]. En effet, si P € Ry[X] alors P(X) = aX2+B8X+v
avec BX +v € F et aX? € G, dou Ry[X] C F + G. L’autre inclusion est évidente.
En revanche, la somme n’est pas directe car l'intersection de F' et GG est I’ensemble des
polynomes constants.

Chacun des s.e.v R4[X] possede une base naturelle.

Proposition 2.6.3. La famille (1,X,X2,...,X%) est une base de Ry[X]. Par conséquent
R4[X] est de dimension d + 1.

Mais il existe de nombreuses autres bases.

Exemple 2.60. La famille (Py, P, P2) avec Py =2, P = X +2, P, = X? 4+ X + 1 est
une base de Ra[X]. En effet, la famille a 3 éléments et on a déja vu que Ry[X] est de
dimension 3. Donc par le Corollaire 2.44] il suffit de montrer que la famille est libre. Pour
cela, choisissons une combinaison linéaire A\gPy + A1 P + A2 qui s’annule. En utilisant
les expressions des P; on obtient

M X2+ A+ A)X + (A2 +2)\ +2)) =0.

Puisque un polyndéme est nul si et seulement si tous ses coefficients sont nuls, on obtient
les équations
Ay =0
A+A =0 ,
Ao +2M +2X =0

et on voit facilement que la seule solution est Aa = Ay = A\g = 0. Donc la famille est libre
et c’est donc une base de Ro[X].






Chapitre 3

Applications linéaires

Les applications linéaires sont les applications entre espaces vectoriels qui préservent
leur structure. De nombreuses transformations géométriques comme les rotations, les sy-
métries ou les projections en font partie.

3.1 Définition et premieres propriétés

Définition 3.1. Soit E et F' deux e.v. Une application f : F — F est dite linéaire si
— flu+v) = f(u) + f(v) pour tout u et v dans E,
— f(Au) = \f(u) pour tout u € E et X € R.

Exemple 3.2. 1) L’application entre E et F' qui envoie tout élément de E sur 0 est une
application linéaire. On ’appelle I'application nulle.
2) L’application définie par

Idg:E— FE
U= U

est une application linéaire appelée identitée de E. On la note Id s’il n’y a pas d’ambiguité.
3) Soit a € R. L’application linéaire de R dans lui-méme définie par = — ax est linéaire.
En fait, tout application linéaire de R dans lui-méme est de cette forme.

4) L’application

R? - R?
(z,y) = (2,0)
est une application linéaire. C’est la projection sur 'axe des x parallelement a I'axe des y.

5) L’application de R[X] dans lui méme qui & un polynéme P associe sont polynéme dérivé
P’ est linéaire. En effet (P + Q) = P+ Q' et (AP)' = \(P)".

On obtient facilement ces premieres propriétés.

Proposition 3.3. Soit f une application entre deux e.v E et F.
1) Si f est linéaire alors f(0) = 0.
2) [ est linéaire si et seulement si f(u+ Mv) = f(u) + Af(v), pour tout u,v € E et
A eR.

Exemple 3.4. L’application de R dans R défini par z — x + 1 ne peut pas étre linéaire
car elle vaut 1 en 0.
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Proposition 3.5. Si f : E — F est une application linéaire et que 2221 Aiu; est une
combinaison linéaire dans E alors

I I
! (Z )\iui> = Nif (w).
i=1 1=1

Proposition 3.6. Si A € R et f,g sont deux applications linéaires entre E et I alors
f+g et Af aussi.
De plus, l’ensemble des applications linéaires de E dans F est une e.v que l’on note

L(B,F).

Proposition 3.7. Si f et g sont deux applications linéaires telles que fog est bien défini
alors c’est ausst une application linéaire.

Un moyen d’obtenir beaucoup exemples est d’utiliser les matrices.

Proposition 3.8. Si A est une matrice de My, n(R) alors on peut lui associer une appli-
cation linéaire fa de R™ dans R™ par

fA :R® - R™
T I
— A
Ty Ty

Démonstration. Si u et v sont des vecteurs de R et A € R alors A(u + A\v) = Au + AAwv.
Donc f4 est linéaire. O

En fait, on obtient toutes les applications linéaires de R™ dans R™ de cette maniere.

Proposition 3.9. Si f est une application linéaire de R™ dans R™ alors il existe une
unique matrice A € Mmn(R) telle que f = fa.

Démonstration. Soit (e1,...,ey) la base canonique de R™. On définit la matrice A par

A= (fe1)]-1f(en)).

ou f(e;) € R™ est représenté comme un vecteur colonne. On obtient bien une matrice de
taille m x n. De plus, on observe facilement que A x e¢; = f(e;) pour tout 1 < i < n. Par
ailleurs, si u € R", il existe A,..., A, € R tels que u = > ; A\je;. La Proposition
implique alors que

fluw)=f <Xn: )\iei> = z”: Aif(ei) = z”: Aide; = A <Xn: )\iei> = fa(u),
i=1 i=1 i=1 i=1

ce qui montre bien que f = f4. L’unicité de A vient du fait que si B vérifie aussi fg = f
alors Be; = f(e;) = Ae; ce qui implique que la i-éme colonne de B coincide avec celle de

A. Donc A = B. O

La preuve ci-dessus donne en plus une formule explicite de A.

Définition 3.10. Si f : R” — R™ est une application linéaire alors la matrice

A= (f(er)| - |f(en))

s’appelle la matrice associée a f (dans les bases canoniques de R™ et R™). Elle vérifie

fa=F.



3.2. NOYAU, IMAGE ET RANG 29

Exemple 3.11. 1) L’application de R? dans R? définie par

f v . r+z
‘Z S \—z+2y+5z)°

.. . 1 0 1
est linéaire est sa matrice est 1 9 5)

2) Soit # € [0, 2x[. L’application associée a la matrice

[ cos(§) —sin(0)
Fo = <— sin(f)  cos(f) )

est la rotation de centre 0 et d’angle 6.

Proposition 3.12. Si A, B € M, n(R), C € My, ,(R) et A € R alors

faxB=fa+ fB, fHra=Afa et fac= fao fc.

Remarque 3.13. L’égalité fac = fa o fo est en quelque sorte la raison d’étre de la
définition, peu intuitive, du produit matriciel.

3.2 Noyau, image et rang

Puisque qu’une application linéaire respecte la structure d’e.v, elle envoie s.e.v sur
s.e.v. Plus exactement, on a la proposition suivante.

Proposition 3.14. Soit f : E — F une application linéaire.
1) Si G est un s.e.v de E alors l’image de G par f,

f(G)={ye F|3r G, f(z) =y},

est un s.e.v de F.
2) Si H est un s.e.v de F' alors 'image réciproque de H par f,

fHH) :={z € E| f(z) € H},
est un s.e.v de E.

Démonstration. 1) Soit G un s.e.v de E. On a déja vu que 0 € G et que f(0) = 0 donc
f(G) contient 0 et est donc non-vide. Soit y1,y2 deux éléments de f(G) et soit A € R.
Par définition, il existe deux éléments x; et xo de G tels que f(z1) = y1 et f(x2) = yo.
Puisque G est un s.e.v on a que x1 + x93 € G et Az; € G. Par ailleurs, le fait que f soit
linéaire implique que f(z1 + x2) = f(z1) + f(z2) et f(Az1) = Af(z1). Par conséquent,
y1 +y2 = f(z1) + f(x2) = f(x1 + x2) avec 1 + x2 € G donc y1 + y2 € f(G). De méme,
Ay = Af(xy1) = f(Az1) avec Ax; € G donc A\y; € f(G). On a bien vérifié les trois
conditions pour avoir un s.e.v donc f(G) est un s.e.v.

2) Soit H un s.e.v de F. Comme ci-dessus, on sait que 0 appartient a H et que f(0) =0
donc 0 € f~Y(H). On en déduit que f~!(H) est non-vide. Pour aller un peu plus vite,
nous allons utiliser la Proposition pour montrer qu’'un coup la stabilité par addition et
celle par multiplication. Soit x et 2’ deux éléments de f~(H). Par définition, ils vérifient
f(z) € Het f(2') € H. Deplus, si A € Ralors f(z+X\2') = f(x)+Af(2') car f est linéaire.
Donc, H étant un s.e.v, on a bien que f(z + \z') € H, c-a-d = + A\’ € f~1(H). O
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Cela permet d’associer naturellement a f deux s.e.v.

Définition 3.15. Si f : E — F est une application linéaire alors on appelle image de f
le s.e.v de F' défini par

Im(f) = f(E) ={y € F[3z € E, f(z) = y}.
La dimension de Im(f) s’appelle le rang de f, rg(f) = dim(Im(f)).

Définition 3.16. Si f : F — F est une application linéaire alors on appelle noyau de f
le s.e.v de E défini par

Ker(f) = f71(0) = {z € E| f(z) = 0}.

Certaines propriétés de f, comment 'injectivité ou la surjectivité, se lisent directement
sur ces s.e.v. Mais rappelons d’abord ces notions.

Définition 3.17. Soit f une application entre deux ensembles E et F.
— [ est dite injective si le fait que f(x) = f(y) entraine que z = y.
— [ est dite surjective si f(E) = F.
— f est dite bijective si elle est a la fois injective et surjective.

Proposition 3.18. Soit f : E — F une application linéaire.
1) Elle est injective si et seulement si Ker(f) = {0}.
2) Si la dimension de F est n alors f est surjective si et seulement si rg(f) = n.

Démonstration. 1) Puisque f est linéaire, on a que f(0) = 0.

Supposons maintenant que f est injective. Si z est dans le noyau de f alors f(x) =
0 = f(0) et donc par injectivité x = 0. Par conséquent, Ker(f) = {0}.

Inversement, supposons que Ker(f) = {0}. Si x et y sont deux vecteurs tels que f(z) =
f(y), alors par linéarité f(z —y) = 0. Cela implique que x —y € Ker(f) et donc que z =y
car Ker(f) = {0}.

2) On a toujours l'inclusion f(E) C F. Par conséquent, f est surjective si et seulement si
f(E) = F et donc si et seulement si rg(f) = dim(Im(f)) = dim(f(E)) = n. O

Le théoréme suivant est important aussi bien théoriquement que dans la pratique.

Théoréme 3.19 (Théoréme du rang). Soit E et F deuzr e.v de dimension finie. Si f :
E — F est une application linéaire alors

dim(FE) = rg(f) + dim(Ker(f)).

Démonstration. Soit f : E — F une application linéaire entre e.v de dimension finie.
Soit (uq,...,ux) une base de Ker(f) ou, par définition, dim(Ker(f)) = k. En particulier,
la famille (ui,...,ug) est libre et on peut, par le théoréeme de la base incomplete, la
compléter en une base (uy,...,ug,v1,...,0,) de E. On a alors dim(F) = k + r. Pour
obtenir le théoreme il suffit donc de montrer que r = rg(f). Pour cela, on va montrer
que la famille (f(v1),..., f(v,)) est une base de Im(f), c’est-a-dire qu’elle est libre et
génératrice de Im(f).
La premiére remarque est que f(v;) € Im(f) pour tout 1 <4 <r, donc

Vect(f(v1),..., f(vy)) C Im(f).
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Pour l'inclusion inverse, choisissons arbitrairement w € Im(f). Par définition de I'image,
il existe un vecteur v € E tel que w = f(v). Or (uq,...,ux,v1,...,v,) est une base de E
donc il existe des réels aq,...,ax et 51,..., 5 tels que

k r
v = Zaiui + Zﬁjvj.
i=1 j=1

Par linéarité, on a alors que

k T k T
w=f)=f D owui+ Y By | =D aif(w)+ > B f(v;).
i=1 j=1 i=1 j=1
Mais les vecteurs u;, 1 < i < k, sont dans le noyau de f donc f(u;) = 0. Cela implique que
w=">Y Bif(v)
j=1

et donc par conséquent w € Vect(f(v1),..., f(v,)). Puisque le choix de w était arbitraire,
on obtient

Im(f) C Vect(f(v1),..., f(v)).

Les deux inclusions impliquent 1’égalité et donc la famille (f(v1),..., f(v,)) est bien géné-
ratrice de Im(f).
Il reste & montrer que cette famille est libre. Soit A1,..., A, des scalaires tels que

A f(vr) + -+ A f(vr) = 0. Par linéarité, on a

Xr:)\lf(vz) = f (i Ai”i) =0
=1 =1

donc Y77, Aiv; € Ker(f). Or (ug, ..., ux) est une base de Ker(f) donc il existe des scalaires
at, ..., o tels que
A1v1+~-~+/\rvr:a1u1+~-+akuk,

ou écrit autrement

)\1U1+"'+)\TUT_C¥1U1—"'—OékUk:O.
Mais la famille (uq, ..., ug, v1,...,v,) estlibredonc A\ = --- =\, = —a; = --- = —ay, = 0.
On est parti d’'une combinaison linéaire des f(v;) qui s’annulait et on en a conclu qu’elle
était forcément triviale, ce qui signifie que la famille (f(v1),..., f(v,)) est libre. O

Corollaire 3.20. Soit E et F' deux e.v de dimension n et m respectivement. Soit f une
application linéaire entre E et F.

1) Sin > m alors f n’est jamais injective.

2) Sin < m alors f n'est jamais surjective.

3) Sim = m alors f est injective si et seulement si elle est surjective et donc si et seulement
si elle est bijective.

Démonstration. 1) Supposons que n > m. D’aprés le théoreme du rang, n = rg(f) +
dim(Ker(f)). De plus Im(f) C F donc rg(f) < m. Par conséquent, dim(Ker(f)) = n —
rg(f) > n—m > 0 et donc Ker(f) # {0}. Par la Proposition f n’est donc pas
injective.

2) Supposons que n < m. Toujours d’apres le théoréeme du rang, rg(f) = n—dim(Ker(f)) <
n < m donc d’apres la Proposition f n’est pas surjective.

3) L’égalité rg(f) = n—dim(Ker(f)) implique que si n = m alors rg(f) = m si et seulement
si dim(Ker(f)) =0, et donc Ker(f) = {0}. O
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3.2.1 Calculs pratiques

Dans cette section, nous allons voir comment déterminer, aussi bien en termes d’équa-
tions que de bases, I'image et le noyau d’une application linéaire.
Dans la suite, f sera une application linéaire entre R™ et R” donnée par une matrice

A.
n
Sil'on veut déterminer 'image de f, il faut trouver tousles Y = | : | € R™ tels qu'il
Ym
I
existe un X = | : | € R" avec AX =Y. Pour cela, on échelonne et réduit la matrice
T,

(A]Y') pour obtenir une matrice (A'|Y”).

-Le rang de f est le nombre de pivots dans la matrice A’.

-Les équations de I'image sont les équations en yi, ...,y qui garantissent qu’il n’y a pas
de pivot dans la derniére colonne de (A’'|Y”).

-Une base de Im(f) est donnée par la famille constituée des f(e;) pour lesquels il y a un
pivot dans la i-éme colonne de A’

Exemple 3.21. Si f : R? — RS est définie par la matrice

1 20 20
00110
00111
A_12020
12130
000 O0O

alors la matrice échelonnée réduite correspondante est

1 20 20 U1
00110 Yo
Ny 0 00 O0T1 Y3 — Y2
(A|Y)_ 000 0O Ya — Y1
00000 ys—y1—92
00000 Us

Il y a 3 pivots dans A’ donc le rang de f est 3 et Im(f) est donnée par les équations

h ys—y1=0
Im(f)=<|: | €R® ys—y1 —y2=0
Y6 Yo =0

De plus, les pivots sont dans les colonnes 1, 3 et 5 donc les trois vecteurs

1 0 0
0 1 0
0 1 1
fler) = NE fle3) = ol et fles) = 0
1 1 0
0 0 0

forment une base de Im(f).
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Pour le noyau, on prend Y = 0 et donc Y’ = 0.
-Les équations de Ker(f) sont simplement données par le systéeme A’X = 0.
-Si on note k = dim(Ker(f)), le systéme ci-dessus a exactement k inconnues libres (sans
pivot dans leur colonne). Pour chacune de ces k inconnues, on consideére le vecteur obtenue
en prenant cette inconnue égale a 1 et toutes les autres inconnues libres égales a 0 (les
inconnues contraintes étant déterminées par ces choix). On obtient k vecteurs qui forment
une base de Ker(f).

Exemple 3.22. En reprenant I’exemple ci-dessus, on obtient grace a A’ que

L1 T1 = —2x9 — 224
Ker(f) = S R® xr3 = —T4q
s x5=0

Les colonnes 2 et 4 n’ont pas de pivot donc une base de Ker(f) est donnée par les deux
vecteurs de Ker(f) obtenus en prenant xo = 1 et x4 = 0 puis x2 = 0 et x4 = 1, c’est-a-dire

-2 —2
1 0
0 et -1
0 1
0 0

Remarque 3.23. Dans le cas d’une application f entre e.v E et F' de dimension finie,
il est possible de faire la méme chose dés que 'on a deux bases o/ et A de E et F
respectivement. On regarde alors la matrice My 7(f) de f dans les bases o/ et & sans

oublier alors que les différents vecteurs colonnes obtenus ne sont que des coordonnées dans
o ou A.

3.3 Matrices d’une application linéaire, matrices de passage

Pour une application entre R™ et R™, on a vu qu’il est possible de lui associer de
maniere “naturelle” une matrice. Ce n’est plus le cas pour une application entre deux e.v
quelconques. 11 faut faire des choix de bases et pour chaque choix, la matrice obtenue sera
différente.

Définition 3.24. Soit E, F' deux e.v de dimension finie et A = (uy,...,uy), B =
(U1,...,0m) des bases de E et F respectivement.

Si f est entre application linéaire entre E et F' alors on note Mp 4(f) la matrice dont
la i-éme colonne est constituée des coordonnées du vecteur f(u;) dans la base B. Mg 4
s’appelle la matrice de f dans les bases A et B.

Cette notion permet d’associer, dés qu’on a une base de E et une base de F', une
matrice a n’importe quelle application linéaire entre E et F.

Si E = R" et FF = R™ tous deux équipés de leur base canonique, alors on retrouve
les matrices de la Définition Dans la pratique, prendre la base canonique n’est pas
forcement un bon choix et trouver de “bonnes bases” pour une application donnée est au
centre du programme de deuxiéme année, a travers la diagonalisation par exemple.

Un cas particulierement important est le cas ot £ = F et f = Idg.

Définition 3.25. Soit F un e.v de dimension finie et A, B deux bases de E. La matrice
de passage de la base A a la base B est définie par

Cap:= MpA(ldg).
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Exemple 3.26. 1) Pour toute base A, la matrice C4 4 est I'identitée.

2)Si A= { (i) , <;> } et B= { <(1)> , <_12> } sont deux bases de R? on a

En effet, on peut vérifier que

(1)) )« —0) )= ()

Remarque 3.27. Il faut faire bien attention a ’ordre des bases dans la notation. La
matrice C'4 g permet de passer de la base A a la base B et non I'inverse! Cette convention

est justifiée par la proposition suivante qui est d’une certaine maniére une relation de
Chasles.

Proposition 3.3.1. Soit E, F et G trois e.v de dimension finie et A, B et C trois bases
de E, I et G respectivement. Si f: E — F et g: F' — G sont des application linéaires
alors

Me s(9)Mp.a(f) = Mc,a(g o f).
En particulier, st E = F alors
Cap=(Cp4)"
et
My a(f) = CasMps(f)Cs.4 = (Cp.4)"" M s(f)Cs 4.



Chapitre 4

Déterminant

Dans ce chapitre, nous allons introduire la notion de déterminant dans R", qui a une
famille (uq, ..., uy) de n vecteurs de R™ associe un nombre réel. Il fournit deux informations
sur cette famille. Sa valeur absolue s’interpréte comme le “volume” du parallélépipede
engendré par les vecteurs uq,...,u,. Le terme “volume” doit étre compris ici comme
“longueur” si n = 1, “aire” si n = 2, “volume” si n = 3 et comme une notion similaire
quand n > 4.

En particulier, cette interprétation géométrique implique que le déterminant est nul si
et seulement si le parallélépipede en question est “plat”, c’est-a-dire si et seulement si la
famille (uq,...,uy) est liée. S’il est non nul alors uy, ..., u, forment une base de R" et le
signe de leur déterminant indique si cette base est un repére direct ou indirect de R™.

La définition du déterminant en toute généralité est abstraite mais il intervient dans
de trés nombreuses situations pratiques.

4.1 Formes n-linéaires, formes alternées, déterminant
Définition 4.1. Soit E un e.v. Une forme n-linéaire sur E est une application

f:E"=FEx---xE—>R

(Ury .. up) — flug, ... up),
telle que
f(ul, e, Ui, (ul + /\ug),uiH, . ,un)
= f(ul, ey U1, Ujy Uit Ty e - ,un) + )\f(ul, - ,ui_l,u;,uﬂ_l, - ,un),

c’est-a-dire si f est linéaire en chacune des variables.
Si n = 1 on dira simplement que f est une forme linéaire et si n = 2 que f est une
forme bilinéaire.

Définition 4.2. Soit F un e.v et f une forme n-linéaire. On dira que f est symétrique si
elle est invariante par permutation des variables, c’est-a-dire

Flut, ooty ug, e un) = fun, . Uy Uiy Uy,
et alternée (ou antisymétrique) si le fait de permuter deux variables change le signe :

flut, oo iy ug, o un) = —f(ur, U, Uy U
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Remarque 4.3. 1) Si f est une n-forme alternée, il est facile de voir que f(u1,...,u,) =0
des que u; = u; avec @ # j.

2) Les formes bilinéaires symétriques et les formes linéaires vont jouer un réle important
par la suite. Dans ce chapitre, on se concentrera sur les formes n-linéaires alternées.

Exemple 4.4. 1) Le produit scalaire dans R? défini par
R? x R* 5R

/
x x
1 N 21T + 2o
.T2 .',UQ

est une forme bilinéaire symétrique sur R2.
2) Plus généralement, le produit scalaire de R

R"” x R" R

n
. /
s : — Z LL'Z'.'L',L‘
i=1

Tn x5

est une forme bilinéaire symétrique sur R"”.
3) L’application

() () s

La définition du déterminant repose sur le théoréme suivant.

est une forme bilinéaire alternée.

Théoréme 4.5. Soit E un e.v de dimension n.

1) L’ensemble des formes n-linéaires alternées sur E forment un e.v de dimension 1.

2) De plus si B = (u1,...,uy) est une base de E et que f est une forme n-linéaire alternée
non tdentiquement nulle alors

flu,...,up) #0.

Définition 4.6. Soit E un e.v de dimension n et & = (uy, ..., u,). Le déterminant associé
a la base 4 est 'unique forme n-linéaire alternée dety telle que

detg(ul,...,u,) = 1.
Dans le cas ou = R"™ et A est la base canonique, on écrira simplement det .

Remarque 4.7. Le point 1) du Théoréeme implique 1'unicité alors que les points 1) et
2) entrainent l’existence.

Exemple 4.8. 1) On va voir comment trouver une formule explicite du déterminant
associé a la base canonique (e1, e3) dans R2,

Soit u; = (Z) et ug = (Ci deux vecteurs de R2. Ils peuvent s‘écrire u; = aeq + bes

et uo = cep + des. On voit alors que
det(uy, ug) =det(ae; + bea, ug)
=adet(er, uz) + bdet(ez, ug)
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en utilisant la linéarité en la premiere variable, puis que

adet(e1,us) + bdet(ez, uz) =a(cdet(er,e1) + d(det(eq, e2))
+ b(cdet(ez, e1) + ddet(ez, e2))
=ad — bc

car det(eq, e3) = —det(eg,e1) =1 et det(eg,e1) = det(eg, e2) = 0.
2) En effectuant le méme genre de calcul dans R?, déja plus laborieux, on obtiendrait la
formule de Sarrus

a d g
det bl,lel,|h = aei + dhc+ gbf — gec — hfa — idb.
f 1

Des formules similaires peuvent étre données en toute dimension mais elles sont tres longues
des la dimension 4. Dans la prochaine section, on verra des méthodes pour calculer des
déterminants en toute dimension.

Une des propriétés fondamentales du déterminant est donnée par le théoréme suivant.

Théoreme 4.9. Soit E un e.v de dimension n et & une base de E. Une famille de n
vecteurs ui, ..., u, est liée si et seulement si detg(uy,...,u,) = 0.

Démonstration. Rappelons que dans un e.v de dimension n, une famille de n vecteurs est
libre si et seulement si c’est une base. Donc si les vecteurs uq, ..., u, ne sont pas liés, ils
forment une base et par le Théoreme detg(u1,...,u,) # 0.

Inversement, si la famille est liée, il existe une combinaison linéaire non triviale entre
les u;, c-a-d

Z )\iui = 0,
=1

avec au moins un \; différent de 0. Sans perte de généralités, on peut supposer que A\; # 0.
On a alors

1 n
detg(ui,ug,...,u,) = dety (—)\ Z A, U, . .. ,un>
Li=

T
= _)\71 12:; Nidet g (ui, ug, ..., up) =0,

ou la derniére égalité vient du fait que detg(u;, ug,...,u,) =0si 2 <i<n. O

En utilisant le déterminant dans R™ associé a la base canonique, il est aussi possible
de définir le déterminant d’une matrice carrée.

Définition 4.10. Soit A = (ai;) € #,,(R) une matrice carrée de taille n. Le déterminant
de A est défini comme le déterminant des n vecteurs colonnes de A dans la base canonique
de R™. On le note det(A) ou

ap -+ Qin

Gn1 - GOnpn
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Exemple 4.11. 1) En utilisant la formule obtenue dans I’'Exemple 1) on trouve que

1 2
det <3 4> =

2) La formule de Sarrus nous donne que

=1x4—-—2x3=-2.

1 2
3 4

1 2 3 1 2 3
det[4 5 6| =|4 5 6|=45+844+96—-105—-72—-48=0
78 9 78 9

Le Théoreme se traduit de la maniére suivante pour les matrices.
Théoréme 4.12. Un matrice A € M, (R) est inversible si et seulement si det(A) # 0.
Une propriété remarquable du déterminant est qu’il respecte le produit matriciel.

Proposition 4.1.1. Le déterminant de matrices est multiplicatif, c’est-a-dire

det(AB) = det(A) det(B).

4.2 Calculs pratiques

Nous allons voir une méthode pour calculer les déterminants en toute dimension qui
repose sur la formule de Laplace et les opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes.
Le déterminant étant une forme n-linéaire alternée, on peut faire les opérations élé-
mentaires suivantes sur les colonnes.
— Si on échange deux colonnes alors on change le signe du déterminant. Par exemple,
dans le cas 2 x 2,

c d

ab__ba
T old ¢

— Si a € R est un scalaire et qu’on change une colonne C; par aCj;, alors on multiplie
le déterminant par .

— Si on remplace une colonne C; par C; + aCj avec ¢ # j, alors le déterminant reste
inchangé.

a
C

ST

¢ od

aab‘

a b+ aa
c d+ ac

c d

ab|

Le théoréme suivant dit en particulier que ces trois régles restent valables si on remplace
“colonne” par “ligne”.

Théoréme 4.13. Soit A € #,(R). Le déterminant de A est égal au déterminant de 'A,
det(A) = det(*A).
Avant d’introduire la formule de Laplace, on a besoin des notations suivantes.

Définition 4.14. Soit A € #,(R) et 1 <4,j < n. On note A;; € #,—1(R) la matrice
obtenue a partir de A en supprimant la i-iéme ligne et la j-ieme colonne.
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Exemple 4.15. Si

alors

Théoréme 4.16 (Formule de Laplace). Soit A = (a;j) € M,(R) et 1 <k <n.
— Le déterminant peut se développer par rapport da la k-iéme colonne :
n
det(A) = Z(—l)”kaik det(A;r).
i=1
— Le déterminant peut se développer par rapport a la k-iéme ligne :
n
det(A) = Z(—l)kﬂaki det(Ag;)-
i=1
Remarque 4.17. 1) Dans chacune de ces formules, il faut bien faire attention aux signes!
2) Dans la pratique, on appliquera la formule de Laplace apres avoir fait des opérations
élémentaires sur les lignes ou les colonnes afin de développer par rapport a une ligne ou
une colonne simple (par exemple avec un seul coefficient non nul).

Exemple 4.18. 1) On considére la matrice

2 1 0
A=1|1 2 3
4 -1 0

Si on développe par rapport a la deuxiéme ligne, on obtient

det(A) = (—1)2+1a21 det(A21) + (—1)2+2a22 det(AQQ) + (—1)2+3a23 det<A23)

1 0 20 2 1
=—-1x 1 0 + 2 x 4 0’—3>< 4 _1‘
=0+0+18=18.

Si on avait choisi de développer par rapport a la troisiéme colonne, alors on aurait obtenu

1 2
4 -1

2 1
4 -1

2 1

det(A) =0 x 1 9

—3 X + 0 x =18,

ce qui est bien cohérent.
2) Dans les exemples de plus grandes tailles, il est souvent trés préférable de faire des
simplifications avant. Par exemple, si

101 2
132 4
B=1y1 25
1116
alors
1324 |0s1a] |31 L
det(B):212520101:1X183&:_“14:_3'
1116 010 4
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Une conséquence de la formule de Laplace est le théoreme suivant.

Théoréme 4.19. Le déterminant d’une matrice A = (ai;) triangulaire (supérieure ou
inférieure) est le produit de ses éléments diagonauz.

det(A) =a11 X a22 X +++ X Qpp-



Chapitre 5

Valeurs propres, vecteurs propres

Un endomorphisme f d’un e.v E est une application linéaire f: E — FE. Dans ce dernier
chapitre, nous allons introduire plusieurs objets associés a un endomorphisme d’un e.v qui
va permettre de les étudier plus en profondeur. Dans tout ce chapitre, E sera un e.v de
dimension finie et f un endomorphisme de E.

5.1 Valeurs propres, spectres et polynémes caractéristiques

Voici les définitions des objets de bases de ce chapitre.

Définition 5.1. Une valeur propre de f est un scalaire A € R tel qu’il existe un vecteur
u € F non nul vérifiant

flu) = Au.

Un tel vecteur est dit vecteur propre de f associé a .

Définition 5.2. L’ensemble de toutes les valeurs propres de f s’appelle le spectre de f et
se note Spec(f).

Définition 5.3. Si A est une valeur propre de f, on appelle espace propre associé a A
I’ensemble des vecteurs propres associés a A auquel on ajoute le vecteur nul. On le notera
E.

Remarque 5.4. En particulier, 0 est valeur propre si et seulement si Ker(f) n’est pas
réduit a 0.

Remarque 5.5. On peut définir les méme notions pour une matrice de .#,(R), en consi-
dérant 'endomorphisme de R™ qui lui est associé.

Proposition 5.1.1. Soit A € Spec(f). L’espace propre E\ vérifie
Ey = Ker(f — A\Id).
En particulier, c’est un s.e.v.

Démonstration. Par définition, u € E) si et seulement si f(u) = Au ou u = 0. Mais
puisque f est linéaire, f(0) =0 = A-0 donc u € E) si et seulement si f(u) = \u ou écrit
autrement (f — Ald)(u) = 0, c’est-a-dire si et seulement si u € Ker(f — Ald). O

Proposition 5.1.2. Si A, 1 € Spec(f) alors A # u si et seulement si Ex N E, = {0}.
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Démonstration. Supposons qu'il existe u € ExNE, avec u # 0. On a alors que f(u) = Au
mais aussi que f(u) = pu. D’out Au = pu et donc que A = p car u # 0.
La réciproque est évidente. O

D’apres la Proposition A € R est valeur propre si et seulement si Ker(f — A\Id) #
{0} ou dit autrement, puisqu’on est en dimension finie, si f — AId est non inversible. Cela
ameéne, pour les matrices dans un premier temps, & la définition suivante.

Définition 5.6. Soit A € #,,(R). Le polynome caractéristique de A est le polynéme défini
par
Pa(N\) = det(A — \IL,).

Ce polyndéme vérifie plusieurs propriétés.

Proposition 5.1.3. Soit A € #,,(R). Comme son nom l'indique, le polynome caractéris-
tigue de A est un polyndme, son degré est n.
L’ensemble de ses racines coincide avec le spectre de A. De plus, si on note

Pa(A) =) aX
=1

— ap = (_1)77,’
— ap_1 = (—1)""'Tr(A) ou Tr(A) désigne la trace de A, c’est a dire la somme des
éléments diagonaux de A.

Exemple 5.7. Considérons la matrice

1 0 3
A=12 7 3
3 01
On a alors
1-—A 0 3
A—- )N, = 2 7T—A 3 ,
3 0 1-—AX
et
1—-A 0 3
PaN)=| 2 7-Xx 3 :(7—)\)1;>\ 134
3 0 1-—A

= (7= =27 =9 =(7T=N(A-N)(-2-\).
Le spectre de A est donc Spec(A) = {—2,4,7}.
Proposition 5.1.4. Soit A € Gl,(R). Les polynomes caractéristiques de A et A~! vérifient
Pi1(N) = (=1)"det(A"HA" P4 (1/N).

En particulier, si \ est valeur propre de A alors X # 0 et A\~ est valeur propre de A~!.
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Démonstration. Par définition,

Pyi(A\) =det(A™1 — \I,,) = det(A™1 — X\(A71A))
= detNATI (AT, — A))
=det(AA™1) x det(A 71T, — 1)
= A"det(A™ 1) (—=1)"det(A — X\7'1,)
= (=1)"det(A"HA Py (1/N).
O

Proposition 5.1.5. Soit A € #,(R) et S € Gl,(R). Les matrices A, 'A et ST1AS ont
meéme polynodme caractéristique.

Démonstration. C’est une conséquence des égalités det(M) = det(*M) et det(MN) =
det(M)det(N). En effet, par définition

Pia(A\) =det(*A — \I,) = det(*(A — X)) = det(A — AI,,) = Pa(N),
et
Pg_1 45 = det(STTAS — \I,,) = det(SLAS — A(S71,,9))
= det(STH(A — AI,,)S) = det(S™1) det(A — \I,,) det(S) = Pa(N).
O

On déduit de cette proposition que le polyndme caractéristique de la matrice Mg z(f)
de f dans la base 4 ne dépend pas de A.

Définition 5.8. Le polyndéme caractéristique de f est par définition le polynéme caracté-
ristique de sa matrice dans une base quelconque.
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